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‌محسن‌کیخائی،‌حسین‌کریمی
یک‌مسئله‌و‌
چند‌راه‌حــــــل
مجــموع‌عددهای
طبیعی‌فردمتوالی

مسئله: مجموع عددهای طبیعیِ فردِ متوالی با شروع از 1 را بیابید.
همان طور که می دانید، عددهای طبیعی فرد عددهایي هستند که باقی ماندة 

تقسیمشان بر عدد 2، برابر 1 است.
دنبالة عددهای طبیعی فرد به صورت زیر است: 

1 ,3 ,5 ,7 , ...

و با جزئیات بیشتر: 
   ...    n     ...     ۴         3          2         1 :شمـارة جمله

...    ...    ...     7         5         3         1 :مقـدار جمله 
                  

2×1-1   2×2-1   2×3-1    2×۴-1                                                     

بنابراین، جملة nام )جملة عمومی( دنبالة عددهای طبیعی فرد متوالی با 
شروع از 1، برابر 2n-1 است. 
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مثال 3. بدون انجام محاسبه، مجموع 
شش عدد طبیعی فرد متوالی با شروع 
از 1 را به دست آورید. دلیلی برای پاسخ 

خود بیاورید. 
پاسخ: با توجه به حدس قبل می توان 

نوشت: 
+ + + + + = =21 3 5 ۷ 9 11 6 36

شکل 1 درســتی این رابطه را به خوبی 
نشان می دهد. )چرا(؟ 

با توجه به مباحث 
بالا، صورت معادل 
با مســئلة آغازین 
ریاضی  زبــان  به 

چنین است: 

ثابت کنید:                            
 ... ( n ) n+ + + + − = 21 3 5 2 1

اکنون درستی این رابطه را به چند روش نشان می دهیم: 

روش اول 
شکل 2 را در نظر بگیرید. 

N ... ( n )= + + + −1 3 2 1
N تعداد کل گوی های موجود در این شکل است. 

مثال1. پنجاهمین عدد طبیعی فرد چه عددی است؟ 
پاسخ: بــا قرار دادن عدد 50 )شــمارة جمله( به جای n در 

× − =2 50 1 99 جملة عمومی به دست آمده در بالا، داریم: 

مثال2. در نمونه های زیر: 
+ )الف =1 3 4
)ب + + =1 3 5 9
+ )ج + + =1 3 5 ۷ 16
+ )د + + + =1 3 5 ۷ 9 25

حاصل هر قسمت مربع کامل است: 4، 9، 16 و 25
و با دقت بیشتر می بینیم که در واقع این مربع کامل، مربع 
تعداد جمله های سمت دیگر تســاوی است. مثلًا در حالت 
)د(، پنج جملة عددهای طبیعی فرد متوالی با شــروع از 1، 
با هم جمع شــده اند و در طــرف دیگر داریم: 25 که همان 

52 است. 

پس به نظر می رسد )حدس می زنیم( برای حالت کلی داریم: 
... ( n ) n+ + + + − = 21 3 5 2 1

, برابر n است؟(  , ,..., ( n )−1 3 5 2 1 )چرا تعداد جمله های دنبالة 
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حالا چهار نســخه از شــکل2 را در کنار هم قرار می دهیم تا 
شکل 3 به دست آید. داریم: 

N n
N n

′
⇒ = = =

2
24

4 4

N n n n′ = × = 22 2 4
كه 'N تعداد گوي هاي شكل 3 است.

قبل از بیــان روش دوم، چند نکته و مثــال مرتبط با آن را 
ببینید. 

یادآوری: در هر مثلث قائم الزاویة دلخواه مانند شــكل 4، 
رابطة زیر برقرار است )رابطة فیثاغورس(: 

b a c+ =2 2 2
                            

مثــال۴: مساحـــت مثـــلث 
متساوی الاضلاعی به ضلع x واحد 

را به دست آورید. 
می دانیم در مثلث متساوی الاضلاع 
ABC، هر ســه ارتفاع دارای اندازة 

برابر و عمودمنصــفِ ضلع مقابل 
هستند. 

با توجه به یادآوری، اندازة ارتفاع 
h را بر حســب طول ضلع مثلث متســاوی الاضلاع به دست 

می آوریم )مثلث AMC در شکل 5 قائم الزاویه(: 

x x x x
( ) h x h x ( ) x

x x
h

+ = ⇒ = − = − =

⇒ = =

2 2
2 2 2 2 2 2 2

2

3
2 2 4 4

3 3
4 2

x و قاعدة BC=x مساحت 
h =

3
2

با در نظر گرفتن ارتفاع 
مثلث ABC از این قرار است: 

ABC

x x
S x= × =

21 3 3
2 2 4

مثال5. مساحت مثلث متساوی الاضلاعی به ضلع 1 واحد را 
به دست آورید. 

 .x=1 :کافی است در فرمول به دست آمده در مثال 4، قرار دهیم
 

×
=

21 3 3
4 4

در نتیجه، مساحت این مثلث برابر است با: 

روش دوم 
شکل 6 را در نظر بگیرید. 

تعداد مثلث های هر ردیف در کنار آن نوشــته شــده است. 
مثلث های تشکیل دهندة تمام ردیف ها، مثلث متساوی الاضلاعِ 
یکســان، به ضلع 1واحد و مساحت k هستند. پس مساحت 

کل برابر است با: 
S k k k ...( n )k= + + + −1 3 5 2 1

[ ]k ... ( n )= + + + + −1 3 5 2 1
اکنون این مساحت را به کمک مثال 4 به دست می آوریم. 

مثلث DEF در شــکل7 متساوی الاضلاع و طول هر ضلع آن 
n اســت. )برای یافتن دلیل، شکل 6 را یک بار دیگر با دقت 

ببینید.(

در اینجا قاعده و ارتفاع به ترتیب برابرند با: 
n

h =
3

2
EF=n و 

n n
S n′ = × × =

21 3 3
2 2 4 بنابراین:                                  

از آنجا که مساحت یک شکل به هر روشی که به دست بیاید، 
مقدار ثابتی است، داریم: 

[ ] n
S S k ... ( n )′⇒ = ⇒ + + + + − =

2 31 3 5 2 1
4

[ ]
k n

... ( n )
=

→ + + + + − =
3 2

4 3 31 3 5 2 1
4 4

[ ]... ( n ) n⇒ + + + + − = 21 3 5 2 1
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توجه دارید که مقدار k را قبلًا در مثال 5 به دست آوردیم.

روش سوم 

روش چهارم 
آنچــه را در مثــال 3 دیدیــد، می تــوان بــرای حالت کلی 

)... نیز به کار گرفت! )چگونه؟( n ) n+ + + − = 21 3 5 2 1
تمرین1: مجموع 100 عدد طبیعی فرد متوالی با شــروع از 

475 را به دست آورید.  
تمرین2: با توجه به نمونه های داده شــده در شکل9، پاسخ 

مناسبی برای حالت کلی پیدا کنید. 

.

.

.
... ( n ) ( n ) ( n ) ... ?+ + + − + + + − + + + =1 3 2 1 2 1 2 1 3 1
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n

n

4

+ + = +2 21 3 1 1 2

=                           +

=                           +

+ + + + = +2 21 3 5 3 1 2 3

=                           +

+ + + + + + = +2 21 3 5 ۷ 5 3 1 3 4

+ + = + + + + = 21 3 5 1 2 3 2 1 3

+ + + = + + + + + + = 21 3 5 ۷ 1 2 3 4 3 2 1 4

... ( n )

... (n ) n (n ) ... n

+ + + + − =

+ + + + − + + − + + + + = 2

1 3 5 2 1
1 2 3 1 1 3 2 1

+ = + + = 21 3 1 2 1 شكل‌29
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